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1 Powtoérzenie wykladu: metoda Eulera

Rozwazmy rownanie rozniczkowe postaci:

dx
& = fal), 1 (1

x(t) jest to pewna nieznana funkcja w czasie, a f(z,t) jest znang funkcja opisujaca szybkosé wzrostu z
w czasie. Ponadto zalézmy, ze znamy warto$¢ poczatkowa x(0) (tzw. warunek poczatkowy. W tym
skrypcie nauczymy sie rozwiazywac to réwnanie z uzyciem Pythona.

Jak wiemy z ostatnich zaje¢ pochodna mozna przyblizy¢ jako i—f = W, gdzie At jest pewnym
matym krokiem czasowym. Im mniejsze At wybierzemy tym oszacowanie pochodnej jest dokladniejsze.
Réwnanie (1) mozemy zatem przyblizy¢ jako:

x(t + At) — x(t)

= t),t
) Fla(t), )
Po przeksztalceniu dostajemy:
x(t+At) = z(t)  + flx(t),t)At
nowa wartosé x stara warto$¢ x  przyrost wartosci x

Réwnanie to pozwala znalezé nam nastepna wartos¢ zmiennej = w czasie t + At znajac jej wartosé¢ w
czasie t. Powtarzajac tg procedure wielokrotnie mozna znalezé przyblizone rozwigzanie naszego rownania
po dowolnym czasie. Jest to tak zwana metoda Eulera.

W tym skrypcie zaimplementujemy ja w Pythonie dla kilku prostych uktadéw dynamicznych.

2 Modelowanie wzrostu populacji kroélikow
Rozwazmy najprostszy model populacji krélikéw opisany réwnaniem:
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a

gdzie n(t) to wielko$¢ populacji zalezna od czasu ¢, a k to stala opisujaca szybkosé¢ wzrostu populacji. To
réwnanie ma posta¢ taka jak rownanie 1 przy czym nasza nieznana funkcja jest n(t), natomiast f(n,t) =
kn. Zaktadamy warunek poczatkowy n(0) = n,, gdzie n, to poczatkowa populacja krélikéw.

Zatem mozemy obliczy¢ wartosé n(t) w kolejnych krokach czasowych jako:

n(t + At) = n(t) +  kn(t)At (2)
_
nowa wielkos¢ populacji stara wielko§¢ populacji ~ przyrost populacji

Sprébujmy zatem zaimplementowaé to rownanie krok po kroku w Pythonie.

Krok 1. Wprowadzamy parametry modelu, w tym przypadku zmienng £ i n.
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Inicjujemy dwa wektory, w ktérych bedziemy zapisywaé kolejne wartosci czasu oraz wielkosci popu-
lacji. Poczatkowo powinny one zawiera¢ jedng pozycje reprezentujacg warunek poczgtkowy, u nas
n(0) = n,.
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Okreslamy do jakiego czasu t chcemy rozwiazaé¢ réwnanie (u nas do ¢t = 10) oraz jakiej dtugosci kroki
czasowe chcemy uzy¢ (u nas At = 0.1).

t max = 10
dt = 0.1

W petli while obliczamy wartosci t i n w kolejnych krokach czasowych na podstawie ostatnich
wartosci. W przypadku t zwiekszamy je w kazdym kroku od At, a w przypadku n(t) o kn(t)At, tak
jak zapisaliSmy w réwnaniu (2). Petle jest wykonywana az do momentu kiedy ostatni zapisany czas
t[-1] dojdzie do wartosci koncowej t_max:

while t[-1] < t_max:
t.append(t[-1] + dt)
n.append(n[-1] + k*n[-1]*dt)

Na koniec rysujemy wykres n(t) odpowiednio oznaczajac osie.

plt.plot(t,n)
plt.xlabel('t")
plt.ylabel('n(t)")
plt.show()

Pamietaj tez, ze zeby moc rysowaé¢ wykresy na poczatku notebooka musisz zatadowaé biblioteke
matplotlib.pyplot:

import matplotlib.pyplot as plt

Koncowy kod powinien wygladaé¢ nastepujaco:

import matplotlib.pyplot as plt

k=1

n0 = 1

t = [0]
n = [n0]
t max = 10
dt = 0.1

while t[-1] < t_max:
t.append(t[-1] + dt)
n.append(n[-1] + k*n[-1]*dt)

plt.plot(t,n)

plt.xlabel('t"')




plt.ylabel('n(t)"')
plt.show()

Powinnismy otrzymac nastepujacy wykres:
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| Zadanie 2.0.1 |

Wykonaj symulacje dla trzech dtugosci kroku czasowego: At = 0.1, At = 0.011 At = 0.001, a nastep-
nie narysuj je na jednym wykresie. Sprobuj wykonaé to zadanie uzywajac petlo for przechodzacej
przez kolejne wartoéci At. Pamietaj tez o dodaniu legendy.

Ktoére z otrzymanych rozwigzan jest najdoktadniej? Odpowiedz uzasadnij.

Wazna uwaga: Powinnismy tak dobra¢ dtugosé kroku czasowego At, zeby jego dalsze
zmniejszanie nie wpltywato w widoczny sposéb na rozwigzanie. Dalsze zmniejszanie
korku czasowego tylko bedzie wydtuzaé czas obliczen.

W naszym przypadku powinnismy wybra¢ At = 0.001. Polecam sprawdzi¢ doswiadczalnie dodajac
warto$¢ At = 0.0001 do rozwiazania poprzedniego zadania, ze otrzymamy praktycznie to samo rozwia-
zanie co dla At = 0.001 (jednak Python bedzie musial wykona¢ 10 razy wiecej iteracji). W przypadku
prostych symulacji jak ta i tak otrzymaliby$my szybko wynik, ale w przypadku zaawansowanych symulacji
trwajacych kilka dni, zwigkszenie 10-krotnie czasu obliczen moze by¢ bardzo kosztowne.

Teraz sprébujemy sprawdzi¢ czy otrzymane rozwigzanie numeryczne obliczone metoda Fulera jest
zgodne z rozwigzaniem analitycznym wyprowadzonym na wykladzie n(t) = nye*t, gdzie ny to poczatkowa
warto$¢ ny. W tym celu mozemy zmodyfikowaé nasz kod nastepujaco (wszystkie zmiany zostaty odpowied-
nio skomentowane poprzez umieszczenie linijki rozpoczynajacej sie od # - te linijki sa ignorowane przez
interpreter):



import matplotlib.pyplot as plt
# zatgczamy biblioteke math potrzebng do obliczenia funkcji wykiadniczej
import math

(0]

[(no]

inicjalizujemy liste, w ktorej bedziemy zapisywal rTozwigzanie analityczne
_analityczne = [1]

B o B o

t_max = 10
dt = 0.001

while t[-1] < t_max:
t.append(t[-1] + dt)
n.append(n[-1] + k*n[-1]*dt)
# obliczamy rozwigzanie analityczne w czastie t %4 dodajemy do listy
n_analityczne.append(nO*math.exp(k*t[-1]))

# zwiekszamy grubosé wykresu rozwigzania numerycznego parametrem linewidih
plt.plot(t,n,linewidth=10)

# rysujemy wykres rozwigzania analitycznego
plt.plot(t,n_analityczne,linewidth=5)

plt.xlabel('t"')

plt.ylabel('n(t)")

# dodajemy do wykresu legende

plt.legend(['rozwigzanie numeryczne', 'rozwiazanie analityczne'])
plt.show()

Powinnismy otrzymac nastepujacy wykres:
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Wyraznie widaé, ze otrzymane rozwiazanie analityczne i numeryczne sa ze soba zgodne. Zwro¢ uwage,
ze pogrubiliémy wykresy w celu lepszej wizualizacji krzywych. Gdybyémy zostawili domys$lng wartosé
gruboéci to bytyby one nieodréznialne.



,_[ Zadanie 2.0.2 ]

Zmodyfikuj swoja symulacje, tak aby wzia¢ pod uwage ograniczone zasoby srodowiska. Na wyktadzie
opisalismy ten model za pomocg tak zwanego réwnania logistycznego:

i—?zkn(l—%) (3)

gdzie N to maksymalna stabilna wielko$¢ populacji.
Narysuj wykres n(t) dla parametréw k =1, N =10, ny =1 1 At = 0.001.

,_[ Zadanie 2.0.3 ]

Sprawdz, ze rozwigzanie numeryczne otrzymane w poprzednim zadaniu jest zgodne z rozwiazaniem
analitycznym wyprowadzonym na wyktadzie:

) N
n —
ng + (N —ngy)eFt

,_[ Zadanie 2.0.4 ]

Narysuj rozwiazanie réwnania logistycznego dla réznych wartosci warunku poczatkowego, np. n(0) =
1, n(0) = 5, n(0) = 10, n(0) = 15 i n(0) = 20. Wykorzystaj w tym celu komende for. Co
obserwujesz?

3 Zadanie dodatkowe

W tym zadaniu napiszemy symulacje numeryczng opisujaca jak koncentracja wiruséw HIV w osoczu krwi
zmienia sie czasie. Oznaczmy koncentracje wirusow w czasie t jako V (t).
Réwnanie opisujace zmiane V() w czasie wyglada nastepujaco:
dv

=k 4
" k—mV (4)

Przyjelismy tutaj, ze wirusy sa produkowane w osoczu w stalym tempie, ktory oznaczymy jako k.
Jednoczesnie juz istniejace wirusy sa usuwane z krwi w tempie m.

,_[ Zadanie 3.0.1 ]

Napisz symulacje numeryczna, ktéra pokaze jak zmienia sie V(t) w czasie. Przyjmij, ze m wynosi
2.77 dni~! oraz, ze poczatkowo w osoczu nie ma wiruséw HIV. Oszacuj (za pomoca symulacji
lub analitycznie) ile wynosi k, jesli eksperymentalnie zaobserwowano, ze koncentracja wiruséw krwi
ro$nie az do ustabilizowania sie na poziomie 300000 wiruséw na ml osocza.

Teraz sprobujemy napisa¢ model matematyczny opisujacy dziatanie nowej terapii opartej na inhibi-
torach odwrotnej transkryptazy (https://pl.wikipedia.org/wiki/Inhibitory_odwrotnej_trans
kryptazy). W wyniku tej terapii komorki osocza sa chronione przed zostanie zainfekowaniem. Wéwczas
zainfekowane do tej pory komérki stopniowo wymieraja, a ich ilos¢ maleje w tempie wyktadniczym. W
konsekwencji réwniez tempo produkcji maleje wyktadniczo.

,_[ Zadanie 3.0.2 ]

Zmodyfikuj model opisany réwnaniem (4), zeby uwzglednié¢ skutki terapii na szybko$¢ produkeji no-
wych wirusow. Mozesz wprowadzi¢ nowy staly parametr (np. d), zeby opisaé szybko$¢ wyktadniczego
zaniku tempa produkcji wirusow HIV.



https://pl.wikipedia.org/wiki/Inhibitory_odwrotnej_transkryptazy
https://pl.wikipedia.org/wiki/Inhibitory_odwrotnej_transkryptazy

| Zadanie 3.0.3 |

Napisz symulacje numeryczna opisujaca zmiane koncentracji wiruséw V' (¢) w trakcie trwania terapii.
Wykorzystujac ja wykonaj nastepujace zadania:

1. Zbadaj jak na wynik symulacji wptywa szybko$¢ obumierania komorek zainfekowanych wiru-
sem HIV.

2. Poréwnaj koncentracje wiruséw V' (t) w przypadku stosowania i niestosowania terapii.

3. Narysuj wykres V(t) zaznaczajac na osi pionowej In(V') zamiast V(¢). Jaka funkcja mozna
opisa¢ szybkosé spadku koncentracji wiruséw HIV w pdznych etapach terapii (dtugo po osia-
gnieciu maksymalnej koncentracji wiruséw)? Wskazéwka: logarytm naturalny mozesz obliczy¢
korzystajac z funkcji math.log() nalezacej do biblioteki math.

Opisz swoje obserwacje popierajac je odpowiednim wykresem.




4 Praca domowa nr 3

Rozwiagzania zadan domowych nalezy przesta¢ do czasu nastepnych ¢wiczen. Prowadzacy moze réwniez

zmieni¢ ostateczny termin przestania pracy domowej, np. na inng godzine lub dzien.

Za prace domowa mozna maksymalnie dosta¢ 6 punktéw. Mozna wybiera¢ zarowno tatwiejsze zadania,
jak i trudniejsze, za wiekszg liczbe punktéw. Mozna réwniez rozwigzac zadania za wieksza liczbe punktow,
10. Jesli wtedy poprawnie beda rozwigzane zadania za 5 punktow, to zostanie przydzielone 5
punktéw. Jesli beda poprawnie rozwigzane zadania za wigcej niz 6 punktéw, np. 8 czy 10, to taka osoba

np. za

otrzyma maksymalnie 6 punktéw.

Pamietaj, zeby notebook byt czytelny — kazde zadanie powinno by¢ umieszczone w osobnym bloku

tekstowym oraz poprzedzone numerem (i opcjonalnie opisem) zadania. Komentarze sa mile widziane.

Zadanie 4.0.1 — 6 pkt (skok spadochronowy)

Na spadochroniarza dziala sita grawitacji i sita oporéw powietrza. Zmiane jego predkosci v(t) w
czasie opisuje réwnanie:

= g— kv?
ac I

gdzie g to przyspieszenie ziemskie, a k to wspotczynnik oporu powietrza zalezny od powierzchni
i ksztattu spadochronu oraz gesto$ci powietrza. Ponadto predkos¢ poczatkowa spadochroniarza w
momencie otwarcia spadochronu oznaczmy jako vy.

Uwaga: Kazdy podpunkt tego zadania jest warty 1 punkt. Nie musisz rozwiazywac¢ wszystkich
podpunktow tego zadania. Jesli nie masz pomystu mozesz je pominaé i zamiast tego zrobi¢ wybrane
podpunkty zadania drugiego.

1.

Rozwigz powyzsze réwnanie wykorzystujac symulacje numeryczng opisujaca predkosé spa-
dochroniarza poczatkowo nie poruszajacego sie wzgledem ziemi, tzn. vy = 0. Przyjmij
g=98Ims !ik=1m™!. Wyniki przedstaw na wykresie.

Pokaz na jedynym wykresie rozwigzania dla kilku réznych predkosci poczatkowych spado-
chroniarza vy. Opisz jego wplyw na zmiane predkosci spadochroniarza (korzystajac z pola
tekstowego w Google Colab).

Pokaz na jedynym wykresie rozwigzania dla kilku réznych warto$ci k. Opisz jego wpltyw na
zmiane predkosci spadochroniarza. Spadochron o jakim wspotczynniku k& powinnismy wybrac,
aby wyladowaé na ziemi z rekomendowang predkoécia okoto 5-6ms!?

Pokaz, ze wyniki twojej symulacji dla vy = 0 sa zgodne z nastepujacym rozwigzaniem anali-

tycznym:

g e2Vokt 1

v(t) =4/ ————

k e2vakt 4 1
Napisz symulacje numeryczng, ktéra opisze jak predkos¢ spadochroniarza, ktory wyskoczyt z
samolotu w czasie t = 0, ale spadochron otworzyt dopiero po 20 sekundach lotu. Przyjmij,
ze wspotezynnik oporu powietrza dziatajacego na spadochroniarza bez otwartego spadochronu
wynosi k; = 0.004m ™!, a z otwartym spadochronie ky = 1m~!. Wyniki przedstaw na wykresie.
Napisz symulacje, ktéra pozwoli ci poza zmiana predkosci v(t) opisze takze zmiane wyso-
kosci nad ziemia w czasie h(t). Przyjmij te same zalozenia, ktére zostaly przedstawione w
poprzednim zadaniu. Ponadto zaléz, ze wysokosé z jakiej spadochroniarz wyskoczyt z samolo-
tu wynosita hy = 1000m. Przerwij symulacje w momencie kiedy spadochroniarz wyladuje na
Ziemi. Po jakim czasie to nastagpito?




Zadanie 4.0.2 — 6 pkt (potéw sandaczy)

Rozwazmy, ze w stawie hodujemy sandacze. Maja one dobre warunku do rozrodu, ale codziennie
stala ich liczba jest wytawiana i sprzedawana na pobliskim rybnym targu. Zaproponujmy opisac¢
zmiane populacji sandaczy n(t) w czasie za pomoca réwnania:

dn

dt
gdzie k to tempo z jakim sa one wytawiane. Oznaczmy poczatkowsa liczbe sandaczy jako ny.
Uwaga: Kazdy podpunkt tego zadania jest warty 1 punkt (z wyjatkiem ostatniego). Nie musisz
rozwigzywaé wszystkich podpunktéw tego zadania. Jesli nie masz pomystu mozesz je pominaé i
zamiast tego zrobi¢ wybrane podpunkty zadania pierwszego.

n—=k (5)

1. Rozwiaz réwnanie (5) za pomoca symulacji numerycznej. Przyjmij, ze poczatkowa liczba san-
daczy wynosi ny = 10, a tempo ich wytowu wynosi k = 5 sandaczy/dziefi. Narysuj rozwiazanie
na wykresie.

2. W wyniku symulacji populacja sandaczy rosnie nieograniczenie. Jednak ograniczona przestrzen
w stawie nie pozwala na utrzymanie populacji sandaczy powyzej N = 100. Zmodyfikuj réw-
nanie (5) i swoja symulacje, tak zeby uwzgledni¢ ograniczenia zasobéw w taki sam sposéb
jak w przypadku modelu logistycznego opisanego réwnaniem (3). Jednak caly czas musimy
uwzgledniac¢ state tempo wylowu sandaczy k.

3. Zwr6c¢ uwage, ze dla k = 10 populacja sandaczy w pewnym momencie spadnie ponizej ze-
ra. Zmodyfikuj swoja symulacje w taki sposéb, zeby to nigdy nie mogto nastapic¢, tzn. jesli
wylowimy wszystkie sandacze to ich liczba powinna zosta¢ na poziomie 0.

4. Rysujac stosowny wykres pokaz jak zalezy rozwigzanie réwnania dla réznych wartosci k z
zakresu od 0 do 20. Opisz swoje obserwacje (w polu tekstowym w notatniku Google Colab).

5. (podpunkt jest warty 2 punkty) Sprawdz warto$¢ populacji sandaczy po bardzo dtugim
czasie, np. dla t = 100, tak zeby osiggneta ona stan stacjonarny. Narysuj wykres pokazujacy
jak populacja koncowa sandaczy zalezy od parametru k& modelu dla &k z przedziatu od 0 do 50,
przy zalozeniu, ze ich poczatkowa populacja wynosi ny = 100. Opisz swoje obserwacje w polu
tekstowym.
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